
Concave	
  and	
  Convex	
  Functions	
  	
  
- The	
  function	
  𝑓 𝑥, 𝑦 	
  is	
  concave	
  if	
  its	
  domain	
  is	
  convex	
  and	
  the	
  line	
  segment	
  joining	
  

any	
  two	
  points	
  on	
  the	
  graph	
  is	
  never	
  above	
  the	
  graph	
  	
  
- Definition	
  of	
  a	
  concave	
  function	
  	
  

o A	
  function	
  𝑓 𝕩 = 𝑓 𝑥!,… , 𝑥! 	
  defined	
  on	
  a	
  convex	
  set	
  S	
  is	
  concave	
  in	
  S	
  if:	
  
§ 𝑓 1 − 𝜆 𝕩! + 𝜆𝕩 ≥ 1 − 𝜆 𝑓 𝕩! + 𝜆𝑓 𝕩 	
  
§ For	
  all	
  𝕩!, 𝕩 ∈ 𝑆	
  and	
  all	
  𝜆 ∈ (0, 1)	
  
§ Eg.	
  the	
  line	
  segment	
  joining	
  any	
  two	
  points	
  in	
  the	
  domain	
  is	
  below	
  

the	
  graph	
  	
  
- The	
  function	
  f	
  is	
  convex	
  in	
  S	
  if	
  – 𝑓	
  is	
  concave	
  	
  
- Other	
  definitions:	
  

o 𝑓  𝑖𝑠  𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑣𝑒  𝑖𝑓𝑓  𝑀! = { 𝑥, 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝑆  𝑎𝑛𝑑  𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 )}  is	
  convex	
  	
  
o 𝑓  𝑖𝑠  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥  𝑖𝑓𝑓  𝑀! = { 𝑥, 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝑆  𝑎𝑛𝑑  𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 )}  is	
  convex	
  	
  

- Jensen’s	
  Inequality	
  	
  
o A	
  function	
  𝑓	
  of	
  𝑛	
  variables	
  is	
  concave	
  on	
  a	
  convex	
  set	
  S	
  in	
  ℝ!	
  iff	
  the	
  

following	
  inequality	
  is	
  satisfied	
  for	
  all	
  𝑥!, … , 𝑥!	
  in	
  𝑆	
  and	
  all	
  𝜆! ≥ 0, … , 𝜆! ≥
0	
  with	
  𝜆! +⋯ 𝜆! = 1:	
  

§ 𝑓 𝜆!𝕩! + ⋯+ 𝜆!𝕩! ≥ 𝜆!𝑓 𝕩! + ⋯+ 𝜆!𝑓 𝕩! 	
  
o Continuous	
  version	
  

§ Let	
  𝑥(𝑡)	
  and	
  𝜆(𝑡)	
  be	
  continuous	
  functions	
  in	
  the	
  interval	
  [𝑎, 𝑏]	
  with	
  
𝜆 𝑡 ≥ 0	
  and	
   𝜆 𝑡 𝑑𝑡 = 1!

! .	
  If	
  𝑓	
  is	
  a	
  concave	
  function	
  defined	
  on	
  
the	
  range	
  of	
  𝑥(𝑡),	
  then:	
  	
  

• 𝑓( 𝜆 𝑡 𝑥 𝑡 𝑑𝑡) ≥!
!    𝜆 𝑡 𝑓 𝑥 𝑡 𝑑𝑡!

! 	
  
	
  
Useful	
  Conditions	
  for	
  Concavity	
  and	
  Convexity	
  

- 𝑓	
  and	
  𝑔	
  concave	
  (convex)	
  and	
  𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0,	
  then	
  𝑎𝑓 + 𝑏𝑔	
  concave	
  (convex)	
  
- 𝑓(𝕩)  concave	
  and	
  𝐹(𝑢)	
  concave	
  and	
  increasing,	
  then	
  𝑈 𝕩 = 𝐹 𝑓 𝕩 	
  concave	
  
- 𝑓(𝕩)	
  convex	
  and	
  𝐹(𝑢)	
  convex	
  and	
  increasing,	
  then	
  𝑈 𝕩 = 𝐹(𝑓 𝕩 )	
  convex	
  	
  
- 𝑓	
  and	
  𝑔	
  concave	
  (convex),	
  then	
  ℎ 𝕩 = min 𝑓 𝕩 , 𝑔 𝕩   𝑖𝑠  𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑣𝑒	
  (convex)	
  
- Suppose	
  that	
  𝑓 𝕩 = 𝑓(𝑥!, … , 𝑥!)	
  has	
  continuous	
  partial	
  derivatives	
  in	
  an	
  open,	
  

convex	
  set	
  𝑆	
  in	
  ℝ!	
  then	
  	
  
o 𝑓	
  is	
  concave	
  in	
  𝑆	
  iff	
  for	
  all	
  𝕩!, 𝕩 ∈ 𝑆	
  

§ 𝑓 𝕩 − 𝑓 𝕩! ≤ 𝛴!!!! !" 𝕩!

!!!
𝑥! − 𝑥!! 	
  

o 𝑓	
  is	
  strictly	
  concave	
  iff	
  the	
  inequality	
  above	
  is	
  strict	
  for	
  all	
  𝕩 ≠ 𝕩!	
  
o The	
  corresponding	
  result	
  for	
  convex	
  (or	
  strictly	
  convex)	
  functions	
  is	
  obtained	
  

by	
  replacing	
  ≤	
  (or	
  <)	
  by	
  ≥	
  (or	
  >)	
  in	
  the	
  inequality	
  above	
  	
  
	
  
Second-­‐Derivative	
  Tests	
  for	
  Concavity/Convexity:	
  The	
  two-­‐variable	
  case	
  

- Let	
  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)	
  be	
  a	
  function	
  with	
  continuous	
  partial	
  derivatives	
  of	
  the	
  first	
  and	
  
second	
  order,	
  defined	
  over	
  an	
  open	
  convex	
  set	
  S	
  in	
  the	
  plane,	
  then	
  	
  

o 𝑓	
  is	
  concave	
  iff:	
  

§ 𝑓!!!! ≤ 0, 𝑓!!!! ≤ 0	
  and	
  
𝑓!!!! 𝑓!"!!

𝑓!"!! 𝑓!!!!
≥ 0	
  

o 𝑓	
  is	
  convex	
  	
  

§ 𝑓!!!! ≥ 0, 𝑓!!!! ≥ 0	
  and	
  
𝑓!!!! 𝑓!"!!

𝑓!"!! 𝑓!!!!
≥ 0	
  

- Also	
  possible	
  to	
  vary	
  this	
  to	
  give	
  sufficient	
  conditions	
  for	
  strict	
  concavity/convexity	
  	
  
o 𝑓	
  is	
  strictly	
  concave	
  iff	
  

§ 𝑓!!!! < 0	
  and	
  
𝑓!!!! 𝑓!"!!

𝑓!"!! 𝑓!!!!
> 0	
  



o 𝑓	
  is	
  strictly	
  convex	
  iff	
  	
  

§ 𝑓!!!! > 0	
  and	
  
𝑓!!!! 𝑓!"!!

𝑓!"!! 𝑓!!!!
> 0	
  

- Sufficient	
  conditions	
  for	
  global	
  extreme	
  points	
  	
  
o Let	
  𝑓 𝑥, 𝑦 	
  be	
  a	
  function	
  with	
  continuous	
  partial	
  derivatives	
  of	
  the	
  first	
  and	
  

second	
  order	
  in	
  a	
  convex	
  domain	
  S,	
  and	
  let	
   𝑥!, 𝑦! 	
  ben	
  an	
  interior	
  point	
  of	
  
𝑆	
  and	
  which	
  𝑓	
  is	
  stationary	
  	
  

§ If	
  for	
  all	
   𝑥, 𝑦 	
  in	
  S,	
  one	
  has	
  𝑓!!!! 𝑥, 𝑦 ≤ 0, 𝑓!!!! 𝑥, 𝑦 ≤ 0	
  and	
  
𝑓!!!! 𝑥, 𝑦 𝑓!!!! 𝑥, 𝑦 − 𝑓!"!! 𝑥, 𝑦 ! ≥ 0,	
  then	
   𝑥!, 𝑦! 	
  is	
  a	
  maximum	
  
point	
  for	
  𝑓 𝑥, 𝑦 	
  in	
  𝑆	
  

	
  
Second-­‐Derivative	
  Tests	
  for	
  Concavity/Convexity:	
  The	
  n-­‐variable	
  case	
  

- Suppose	
  that	
  𝑧 = 𝑓(𝕩)	
  is	
  a	
  𝐶!	
  funciton	
  in	
  a	
  domain	
  S	
  in	
  ℝ!	
  
o ℍ 𝕩 = 𝑓!"!! 𝕩 !×!

	
  is	
  the	
  Hessian	
  matrix	
  of	
  	
  
o The	
  𝑛	
  determinants:	
  	
  

§ 𝐷! 𝕩 =
𝑓!!!! (𝕩) … 𝑓!!!! (𝕩)
⋮ ⋱ ⋮

𝑓!!!! (𝕩) … 𝑓!!!! 𝕩
  (𝑘 = 1,… , 𝑛)	
  

§ Are	
  called	
  the	
  leading	
  principal	
  minors	
  of	
  ℍ(𝕩)	
  
- Then:	
  	
  

o 𝑓	
  is	
  strictly	
  concave	
  in	
  𝑆	
  iff	
  
§ −1 !𝐷! 𝕩 > 0	
  for	
  𝑘 = 1, … , 𝑛	
  	
  and	
  for	
  all	
  𝕩 ∈ 𝑆	
  

o 𝑓	
  is	
  strictly	
  convex	
  in	
  𝑆	
  iff	
  
§ 𝐷! 𝕩 > 0	
  for	
  𝑘 = 1, … , 𝑛	
  and	
  for	
  all	
  𝕩 ∈ 𝑆	
  

- Saddle	
  point	
  	
  
o If	
  𝐷!(𝕩!) ≠ 0	
  and	
  the	
  function	
  is	
  neither	
  concave	
  or	
  convex,	
  then	
  a	
  

stationary	
  point	
  𝕩!	
  is	
  a	
  saddle	
  point	
  	
  
	
  
Quasi-­‐Concave	
  and	
  Quasi	
  Convex	
  Functions	
  

- The	
  function	
  𝑓,	
  defined	
  over	
  a	
  convex	
  set	
  𝑆 ⊂ ℝ!,	
  is	
  quasi-­‐concave	
  if	
  the	
  upper	
  level	
  
set	
  𝑃! = {𝕩 ∈ 𝑆: 𝑓 𝕩 ≥ 𝑎}	
  is	
  convex	
  for	
  each	
  number	
  a	
  	
  

o Quasi	
  convex	
  if	
  – 𝑓	
  is	
  quasi-­‐concave	
  
§ 𝑓	
  is	
  quasi-­‐convex	
  iff	
  the	
  lower	
  level	
  set	
  𝑃! = {𝕩: 𝑓 𝕩 ≤ 𝑎}	
  

o Also:	
  
§ If	
  𝑓(𝕩)	
  is	
  concave,	
  then	
  𝑓(𝕩)	
  is	
  quasi-­‐concave	
  	
  
§ If	
  𝑓(𝕩)	
  is	
  convex,	
  then	
  𝑓(𝕩)	
  is	
  quasi-­‐convex	
  	
  

- Let	
  𝑓	
  be	
  a	
  function	
  of	
  𝑛	
  variables	
  defined	
  over	
  a	
  convex	
  set	
  𝑆	
  in	
  ℝ!,	
  then	
  𝑓	
  is	
  quasi-­‐
concave	
  iff,	
  for	
  all	
  𝕩, 𝕩! ∈ 𝑆, 𝑎𝑛𝑑  𝑎𝑙𝑙  𝜆 ∈ 0,1 ,  	
  one	
  has	
  

o 𝑓 𝕩 ≥ 𝑓(𝕩!),	
  then	
  	
  
§ 𝑓 1 − 𝜆 𝕩 + 𝜆𝕩!) ≥ 𝑓(𝕩!)	
  

- Properties	
  
o A	
  sum	
  of	
  quasi-­‐concave	
  (quasi-­‐convex)	
  functions	
  is	
  not	
  necessarily	
  quasi-­‐

concave	
  (quasi-­‐convex)	
  
o If	
  𝑓(𝕩)	
  is	
  quasi-­‐concave	
  (quasi-­‐convex)	
  and	
  𝐹	
  is	
  strictly	
  increasing,	
  then	
  

𝐹 𝑓 𝕩 	
  is	
  quasi-­‐concave	
  (quasi-­‐convex)	
  
o If	
  𝑓(𝕩)	
  is	
  quasi-­‐concave	
  (quasi-­‐convex)	
  and	
  𝐹	
  is	
  strictly	
  decreasing,	
  then	
  

𝐹 𝑓 𝕩 	
  is	
  quasi-­‐convex	
  (quasi-­‐concave)	
  
- Determinant	
  condition	
  	
  

o Bordered	
  Hessians	
  	
  



§ Ordinary	
  Hessians	
  used	
  for	
  examining	
  concavity	
  of	
  a	
  function	
  are	
  
‘bordered’	
  by	
  an	
  extra	
  row	
  and	
  column	
  consisting	
  of	
  the	
  first	
  order-­‐
partials	
  of	
  the	
  function:	
  

	
  
§ Necessary	
  condition	
  for	
  𝑓	
  to	
  be	
  quasi-­‐concave	
  is	
  that	
   −1 !𝐷! 𝕩 ≥

0	
  for	
  𝑟 = 1,… , 𝑛	
  and	
  all	
  𝕩 ∈ 𝑆	
  
§ A	
  sufficient	
  condition	
  for	
  𝑓	
  to	
  be	
  quasi-­‐concave	
  is	
  that	
  

−1 !𝐷! 𝕩 > 0  	
  for	
  𝑟 = 1, … , 𝑛	
  and	
  all	
  𝕩 ∈ 𝑆	
  
	
  
Local	
  Extreme	
  Points	
  	
  

- Saddle	
  point	
  	
  
o A	
  stationary	
  point	
  with	
  the	
  property	
  that	
  there	
  exist	
  points	
  (𝑥, 𝑦)	
  arbitrarily	
  

close	
  to	
  (𝑥!, 𝑦!)	
  with	
  𝑓 𝑥, 𝑦 < 𝑓(𝑥!, 𝑦!)	
  and	
  there	
  also	
  exists	
  such	
  points	
  
with	
  𝑓 𝑥, 𝑦 > 𝑓(𝑥!, 𝑦!)	
  

- Second	
  derivative	
  test	
  for	
  local	
  extrema	
  	
  
o Suppose	
  𝑓(𝑥, 𝑦)	
  is	
  a	
  𝐶!	
  function	
  in	
  a	
  domain	
  𝑆,	
  and	
  let	
  (𝑥!, 𝑦!)	
  be	
  an	
  

interior	
  stationary	
  point	
  of	
  𝑆	
  
o Let	
  	
  

§ 𝐴 = 𝑓!!!! 𝑥!, 𝑦! ,𝐵 = 𝑓!"!! 𝑥!, 𝑦! , 𝐶 = 𝑓!!!! 𝑥!, 𝑦! 	
  
o Then:	
  

§ If	
  𝐴 < 0	
  and	
  𝐴𝐶 − 𝐵! > 0,	
  then	
  (𝑥!, 𝑦!)	
  is	
  a	
  (strict)	
  local	
  maximum	
  
point	
  

§ If	
  𝐴 > 0	
  and	
  𝐴𝐶 − 𝐵! > 0,	
  then	
  (𝑥!, 𝑦!)	
  is	
  a	
  (strict)	
  local	
  minimum	
  
point	
  	
  

§ If	
  𝐴𝐶 − 𝐵! < 0,	
  then	
  (𝑥!, 𝑦!)	
  is	
  a	
  saddle	
  point	
  	
  
§ If	
  𝐴𝐶 − 𝐵! = 0,	
  then	
  (𝑥!, 𝑦!)	
  could	
  be	
  a	
  local	
  maximum,	
  local	
  

minimum	
  or	
  a	
  saddle	
  point	
  	
  
o Note	
  that	
  if	
  𝐴𝐶 − 𝐵! > 0,	
  then	
  𝐴𝐶 > 0	
  and	
  if	
  𝐴 > 0,	
  then	
  𝐶 > 0	
  by	
  

implication	
  	
  
	
  
Extreme	
  Value	
  Theorem	
  	
  

- Sets	
  
o A	
  point	
  (𝑎, 𝑏)	
  is	
  called	
  an	
  interior	
  point	
  of	
  a	
  set	
  S	
  in	
  the	
  plane	
  if	
  there	
  exists	
  

a	
  circle	
  centred	
  at	
  (𝑎, 𝑏)	
  such	
  that	
  all	
  points	
  strictly	
  inside	
  the	
  circle	
  lie	
  in	
  S	
  	
  
§ A	
  set	
  is	
  an	
  open	
  set	
  if	
  it	
  consists	
  only	
  of	
  interior	
  points	
  	
  

o The	
  point	
  (𝑎, 𝑏)	
  is	
  called	
  a	
  boundary	
  point	
  of	
  a	
  set	
  𝑆  is	
  every	
  circle	
  centred	
  
at	
  (𝑎, 𝑏)	
  contains	
  points	
  of	
  S	
  as	
  well	
  as	
  points	
  in	
  its	
  complement	
  

§ If	
  S	
  contains	
  all	
  its	
  boundary	
  points,	
  it	
  is	
  closed	
  	
  
o Bounded	
  	
  

§ If	
  the	
  whole	
  set	
  is	
  contained	
  within	
  a	
  sufficiently	
  large	
  circle	
  	
  
o Compact	
  11	
  

§ 	
  A	
  set	
  that	
  is	
  both	
  closed	
  and	
  bounded	
  	
  
- Extreme	
  value	
  theorem	
  	
  

o Suppose	
  the	
  function	
  𝑓 𝑥, 𝑦   is	
  continuous	
  throughout	
  a	
  nonempty,	
  closed	
  
and	
  bounded	
  set	
  S	
  in	
  the	
  plane	
  	
  



o Then	
  there	
  exists	
  both	
  a	
  point	
  (𝑎, 𝑏)	
  in	
  S	
  where	
  𝑓	
  has	
  a	
  minimum	
  and	
  a	
  
point	
  (𝑐, 𝑑)	
  in	
  S	
  where	
  𝑓	
  has	
  a	
  maximum:	
  

§ 𝑓 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑓 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓(𝑐, 𝑑)	
  for	
  all	
  (𝑥, 𝑦)	
  in	
  𝑆	
  	
  
- Finding	
  maxima	
  and	
  minima	
  	
  

o Procedure	
  
§ Find	
  all	
  stationary	
  points	
  of	
  𝑓	
  in	
  the	
  interior	
  of	
  𝑆	
  
§ Find	
  the	
  largest	
  and	
  the	
  smallest	
  value	
  of	
  𝑓	
  on	
  the	
  boundary	
  of	
  𝑆,	
  

along	
  witht	
  eh	
  associated	
  points	
  	
  
§ Compute	
  the	
  values	
  of	
  the	
  function	
  at	
  all	
  the	
  points	
  found	
  in	
  step	
  1	
  

and	
  2.	
  The	
  largest	
  function	
  value	
  is	
  the	
  maximum	
  and	
  the	
  smallest	
  is	
  
the	
  minimum	
  	
  

	
  
	
  


